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Voor Arnoud van Rooij, bij zijn 65ste verjaardag1
M aguer, señor Quijote, que sandeces 
vos tengan el cerbelo derrumbado, 
nunca seréis de alguno reprochado 
por home de obras viles y soeces.
Serán vuesas fazañas los joeces,
[7, p. 19]
Hoewel het velen, D on Quichot, moet spijten,
Uw brein omfloerst te zien door dwaze dromen,
Zo zal, dat g ’ ooit iets laags hebt ondernomen,
Toch zeker n im m er iem and U verwijten.
Uw heldendaden zullen voor u pleiten,
[8 , p. 41]
We outline th e  argum ents by which L .E .J. Brouwer convinced him self of th e  fact th a t  
every function from  [0,1] to  R is uniform ly continuous and th en  use these  argum ents 
for some fu rth er conclusions.
1 Stenen des aanstoots
1.1 De uniforme-continuïteitsstelling is een hoeksteen van de reele analyse, en een 
juweel.
Zij f  een functie van h e t reële gesloten segm ent [0,1] naar de verzameling  R 
van de reële getallen, en zij m  een natuurlijk  getal. A ls  er voor elke x  in [0,1] 
een natuurlijk  getal n  bestaat zó dat voor alle y in [0 , 1], als |x — y\ < , dan 
I f (x) — f(y)\ < 2m1+1, dan bestaat er een natuurlijk  getal n  zo dat voor alle x ,y  
in [0,1], als \x — y\ < , dan \ f  (x) — f  (y)\ < . Dus: als f  in elk p u n t van [0,1] 
continu is, dan is f  gelijkm atig (uniform ) continu op [0 , 1].
Het bewijs wordt meestal uit het ongerijmde gegeven, bijvoorbeeld als volgt:
1D it artikel is een licht herziene versie van [20]
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Neem eens aan dat we, onder de gegeven omstandigheden, voor zekere m geen 
geschikte n  kunnen vinden. We maken twee rijen x 0, x 1, . . .  en y0, y 1, . . .  van punten 
van [0,1] zo dat, voor elke i, \xj — y¿\ < en \f  (x¿) — f  (y¿)\ > . Dan zoeken 
we een punt x van [0 , 1] waar de rij x 0, x 1,x 2, . . .  zich ophoopt, d.w.z. voor elke p 
bestaat i zo dat i > p en \x — x.¿\ < . Vervolgens bepalen we n  zo dat voor alle 
y in [0,1], als \x — y\ < 2n , dan \f(x) — f(y)\ < 2m1+1. Tenslotte berekenen we i zo 
dat i > n  en \x — x.¿\ < ^n+T. We zien nu: \x — y¿ \ < \x — x.¿\ +  \xj — y¿ \ < 2n dus:
\f (x¿) — f  (y¿)\ < \f (x¿) — f  (x)\ +  \f (y¿) — f  (x)\ < 2m . Tegenspraak.
Deze fascinerende redenering biedt geen spoor van een aanwijzing hoe we te werk 
moeten gaan wanneer we, bij gegeven m, daadwerkelijk een passende n  willen vinden. 
We leren alleen dat de veronderstelling dat zo’n getal niet bestaat to t tegenspraak 
voert. En bij nader toezien slaagt het bewijs niet eens in deze bescheiden opzet. Het 
doet een beroep op de stelling van Bolzano-Weierstrass die zegt dat elke begrensde rij 
reele getallen een ophopingspunt heeft. Er zijn echter oneindige rijen van punten van 
[0 , 1] waarbij het bepalen van de plaats van een ophopingspunt een onbegonnen zaak is. 
Hier is een voorbeeld. Laat d : N — ► { 0 ,1 ,. . . ,  9} de decimaalontwikkeling van n zijn, 
dus: n =  3 + ^ ^ =  d(n)-10- ” . We definieren nu een rij x 0, x 1, . . .  van punten van [0,1]. 
Voor iedere n, als er geen i < n  bestaat zo dat d(i) =  d(i +  1) =  . . .  =  d(i +  9) =  9, 
dan xn := 0, en als dat wel zo is, dan xn := 1. Wie met nauwkeurigheid < 1 een 
ophopingspunt van deze rij kan aangeven, weet óf, als zijn punt groter is dan 0 , dat er 
een aaneengesloten blok van tien negens in de decimaalontwikkeling van n optreedt, 
of, als zijn punt kleiner is dan 1, dat dat niet zo is. Zo iemand kan dus een to t nu toe 
onopgeloste vraag beantwoorden. Mocht die vraag morgen beslist worden, doordat 
zo’n blok gevonden wordt, dan verliest het voorbeeld niets aan kracht. We kunnen het 
immers eindeloos varieren: is er een blok van elf negens in de decimaalontwikkeling 
van n? Is er een blok van twaalf negens in de decimaalontwikkeling van n? Enzo­
voort. Een voorbeeld als dit —Brouwer m aakt er tientallen, tegen allerlei klassieke 
resultaten,— laat zien dat de aangevochten stelling onjuist en ongegrond is wanneer 
we de mededeling die zij doet constructief opvatten, maar (nog) niet dat zij, indien 
zo begrepen, tot tegenspraak voert; wie de stelling blijft volhouden is, om een woord 
van Johan de Iongh te gebruiken, verm etel : zijn moed is roekeloosheid.
Het feit dat een klassieke stelling geen constructieve lezing toelaat is van groot 
belang, ook voor wie zich door Brouwer onheus behandeld voelt en zegt: “Maar ik 
had de stelling zo niet bedoeld” . De vraag hoe je de stelling dan wel bedoeld zou 
kunnen hebben is niet eenvoudig te beantwoorden.
Zolang we niet beschikken over een constructief steekhoudend bewijs van de uniforme- 
continuïteitsstelling moeten we vrezen dat ook deze stelling door een geschikt tegen­
voorbeeld aan het wankelen kan worden gebracht.
1.2 De schatkamer van de analyse bevat meer edelstenen, zoals de stelling van de 
hoogste waarde:
Zij f  een functie van [0,1] naar R die in elk p u n t van [0,1] continu is.
Er bestaat x in [0,1] zo dat voor alle y in [0,1], f  (y) < f  (x).
De stelling kan, net als de stelling van Bolzano-Weierstrass, worden bewezen met 
de vaak toepasbare methode van voortgaande tweedeling:
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We definieren x 0 := 0, en voor elk natuurlijk getal n, als er voor elke y in [xn +  
2n1+1, xn +  2n ] een z in [xn , xn +  2"n+T] bestaat zó dat f  (y) < f  (z), dan xn+1 := xn en 
als dat niet zo is, dan xn+1 := xn +  2n+T. We stellen eerst vast dat voor elke n, voor 
elke y in [xn ,x n +  2n ] een z in [xn+1,x n+1 +  2n+T] bestaat zo dat f  (y) < f  (z), en 
dan, inductief, dat er voor elke y in [0 , 1], voor elke n  een z in [xn, xn +  2n ] bestaat 
zo dat f(y ) < f  (z).
De rij x 0, x 1 , . . . is convergent, noem de limiet x. We laten zien dat voor alle y in 
[0,1], f  (y) < f  (x). Stel dat, voor zekere y in [0,1], f  (y) > f  (x); f  is continu in x en 
we bepalen n, zó dat voor alle z in [0,1], als \x — z\ < 2n , dan f  (y) > f  (z). Maar dan 
voor alle z in [x„+ 1,x „ + 1 +  ^t+ t], f  (y) > f  (z), terwijl er een z in [x„+ 1,x „ +1 +  ] 
bestaat zo dat f  (y) < f  (z). Tegenspraak.
Het is niet erg dat in het laatste deel van dit bewijs uit het ongerijmde wordt 
geredeneerd. Wie wil aantonen, voor zekere reele getallen a, b, dat a < b, kan niet 
beter doen dan laten zien dat de vooronderstelling dat b < a to t tegenspraak leidt. 
Het is wel erg dat in het eerste deel een onuitvoerbare constructie wordt beschreven. 
Wie weet uit te maken of het waar is dat voor elke y in [ 1,1] een z in [0,2] bestaat 
met de eigenschap: f(y ) < f  (z) ? Alleen een Don Quichot zou het wagen deze 
“constructie” in het werkelijke leven na te spelen.
1.3 De stelling van de hoogste waarde belooft het onmogelijke. Het volgende voor­
beeld m aakt dit duidelijk. Laten we eerst afspreken dat een reëel getal x voor ons 
niets anders is dan een rij x(0 ), x (1) , . . . van rationale getallen die aan de voor­
waarde van Cauchy voldoet, d.w.z., voor elke m bestaat er een n  zo dat, voor elke p, 
\x(n+p) — x(n)\ < 2m. Bekijk opnieuw de decimaalontwikkeling d : N ^  { 0 ,1 ,. . . ,  9} 
van n. We maken een reeel getal x, als volgt. We definieren x(0) := 0, en voor elke 
n, als x(n) =  0 en d(n) =  d(n+1) =  . . .  =  d(n+9), dan x(n+1) := ( — 1)n • 2n , zo niet, 
dan x(n+1) := x(n). Het getal x heeft een erg kleine absolute waarde en we kunnen 
niet uitmaken of het gelijk is aan 0, of groter dan 0, of kleiner dan 0. We zeggen wel 
dat x zweeft om  0. Zij f  de functie van [0,1] naar R die wordt vastgelegd door de 
eisen: f  (0 ) =  f  (1) =  0 , en f  ( 2 ) =  x, en f  is lineair op het segment [0 , 2 ] en ook 
op het segment [ 2, 1]. Stel dat f  een maximale waarde aanneemt in het punt z. Als 
\ 2 — z\ < -j, dan is x niet negatief, en als \ 2 — z\ > 4, dan is x niet positief. Er is 
niemand die zo’n punt z met nauwkeurigheid < 1 weet te benaderen.
1.4 Tegen de nu gewekte verwachting in heeft Brouwer in 1923 de uniforme-continuï- 
teitsstelling, en zelfs iets meer dan die stelling, op zijn eigen intuïtionistische manier 
bewezen, zie [3]. Hij werd geleid door het besef dat je veel moet weten voor je 
met reden kunt zeggen dat een functie van [0,1] naar R in elk punt van [0,1] echt 
uitgerekend kan worden, zo veel, dat je in die wetenschap een basis vindt voor de 
conclusie van de uniforme-continuïteitsstelling.
Een eerste aanwijzing voor de juistheid van deze gedachte is de opmerking dat 
een functie die een discontinuïteit vertoont, niet werkelijk in elk punt van [0 , 1] kan 
worden uitgerekend. Denk bijvoorbeeld aan de functie g van [0,1] naar R zó dat voor 
alle y, als y < 1, dan g(y) =  0 en als y > 2, dan g(y) =  0. De functie g kan niet 
worden uitgerekend in een punt dat zweeft om 1 .
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Brouwer komt to t de slotsom dat de volgende uitspraken juist zijn, ook naar zijn 
eigen strenge maatstaven.
1.4.1 Elke functie van [0,1] naar R is continu in elk p u n t van [0,1].
1.4.2 Elke functie van [0,1] naar R die continu is in elk p u n t van [0,1] is gelijkm atig  
continu op [0 , 1].
1.4.3 B ij elke functie  f  van [0,1] naar R kunnen  we een getal M  bepalen zo dat (i) voor 
alle y in [0,1], f  (y) < M , en (ii) voor elke n  bestaat y in [0,1] zo dat f  (y) > M  — 2n .
Het is niet moeilijk stelling 1.4.3, een stelling die iets goed m aakt van het verlies 
van de onjuist gebleken stelling van de hoogste waarde, af te leiden uit de stellingen
1.4.1 en 1.4.2:
Zij f  een functie van [0,1] naar R. Definieer een rij m 0, m 1, . . .  van reele getallen: 
voor elke k, m k := maxi<2fc f  (2n; ). Laat zien dat de rij m 0, m 1, . . .  convergeert, noem 
de limiet M  en merk op dat M  aan de eisen voldoet.
1.5 In §2 laten we zien op welke gronden Brouwer zijn conclusies 1.4.1 en 1.4.2 baseert. 
Brouwers bewijs laat zien dat ze niet alleen gelden voor functies die gedefiniïeerd zijn 
op [0 , 1] maar voor alle functies waarvan het definitiegebied, net als [0 , 1], gesloten 
en begrensd is, en ook gecatalogiseerd, d.w.z. het is mogelijk, voor elk punt in R, de 
afstand van dat punt to t de verzameling te bepalen. De zogenaamde waaierstelling 
speelt een sleutelrol. We geven ook een bewijs van Brouwers mooie maar weinig 
bekende stelling over het bestaan van voorwaartsgerichte minima.
In §3 leggen we uit dat woorden als “eindig” en “uniform-continu” in de intuïtio- 
nistische wiskunde op vele manieren kunnen worden begrepen. We bewijzen, met 
Brouwers eigen middelen, afschaduwingen van zijn resultaten: de bijna-waaierstelling 
en de bijna-uniforme-continuïteitsstelling. Het zijn maar schimmen van Brouwers 
trotse uitspraken; hun conclusies, ofschoon vaker te verkrijgen, zijn zwakker en minder 
nuttig. Even goed zijn het ook, net als Brouwers stellingen, mogelijke intuïtionistische 
lezingen van niet-intuïtionistische en daarom niet onmiddellijk begrijpelijke stellingen.
We laten ook zien dat een door Thierry Coquand voor het eerst bewezen principe 
van open inductie uit de bijna-waaierstelling kan worden afgeleid.
2 Brouwers tweeledig inzicht
2.1 De verzameling N van de natuurlijke getallen is nooit af. Het is een goed begrepen 
plan om achtereenvolgens te produceren: 0 , 1, 2 , . . .
Op dezelfde manier is elke oneindige rij a  van natuurlijke getallen altijd onvoltooid, 
een project dat steeds verder wordt uitgevoerd: a (0 ), a ( 1), a ( 2 ) , . . .
Brouwer, min of meer gedwongen door het diagonaalargument van Cantor, liet 
zijn fantasie gaan over de vele vormen die zo’n project kan aannemen. Het kan zijn 
dat het project bestaat in het gehoorzaam volgen van de instructies van een algoritme; 
zoals de decimaalontwikkeling d van n:
d(0 ) =  1, d(1) = 4 ,  d(2 ) =  1, . . .
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Het algoritme kan natuurlijk heel eenvoudig zijn:
0 (0 ) = 0 , 0 (1) =  0 , 0 (2 ) =  0 , . . . ,
dus steeds dezelfde uitkomst.
Brouwer bedacht: ik kan ook met mezelf een afspraak maken, zoals: voor elke n 
a( n) := 1 als ik op het moment dat ik a(n) moet produceren een bewijs gevonden 
heb dat er geen aaneengesloten blok van 10 negens optreedt in de rij d, en anders 
a(n ) := 0. Een beetje raar. Maar in plaats van in te gaan op de haken en ogen die 
aan deze afspraak kleven, kunnen we beter, met Brouwer, een verdere stap zetten en 
toelaten dat we niet weten welke regel of afspraak aan de rij ten grondslag ligt, ja 
dat die regel of afspraak misschien niet eens bestaan. Het komt er alleen op aan dat 
er steeds een volgende waarde geproduceerd wordt, maar ik, die de rij maak, mag de 
waarde zelf kiezen.
N  is de verzameling van alle oneindige rijen natuurlijke getallen. We gebruiken 
het woord “verzameling” , maar we moeten ons niet voorstellen, zoals soms bij het 
nadenken over verzamelingen wordt gesuggereerd, dat N  als het ware het resultaat 
is van het bijeensprokkelen van haar elementen. N  is eerder te vergelijken met een 
weefgetouw, een stramien, waarop we allerlei mooie rijen zullen kunnen borduren of 
uitvoeren.
N* is de verzameling van alle eindige rijtjes natuurlijke getallen.
Zij a  een element van N  en s een element van N*. Als er een natuurlijk getal n 
bestaat zo dat s =  (a (0 ), .. ., a ( n —1)} zeggen we: a  begint m et s, of: a  gaat door s, 
of: s bevat a , of: s is een beginstuk van  a.
2.2 C o n tin u ïte itsb e g in se l van  B rouw er:
Zij R een deelverzameling van N x  N.
(In plaats van: “(a,n} G R ” schrijven we: “a R n ”.)
N eem  aan dat we bij elke rij a  een natuurlijk  getal n  kunnen bepalen zó dat a R n .
Dan kunnen  we bij elke rij a  natuurlijke getallen  m, n  bepalen zo dat, voor elke
rij ß , als ß  begint m e t (a (0 ) ,. . . ,  a (m —1)}, dan ßRn.
Want, zo houden we onszelf voor, hoe de rij a  ons ook gegeven wordt, we kunnen 
een natuurlijk getal n  vinden dat geschikt is voor a . En elke rij, zelfs een heel saaie 
rij zoals de rij 0, zou het resultaat kunnen zijn van een reeks vrije keuzen. En als 
a  in vrijheid ontstaat komt het getal n  dat geschikt is voor a , aan het licht op een 
ogenblik dat over nog maar eindig veel waarden van a  beslist is.
Het zojuist gegeven argument is niet een bewijs dat Brouwers beginsel to t an­
dere inzichten reduceert, het is een poging onszelf en anderen ertoe over te halen dit 
beginsel als axioma aan te nemen.
We hebben behoefte aan een iets algemenere versie van het continuïteitsbeginsel. 
Zij X  een deelverzameling van N . We noemen X  een spreiding als X  gesloten is, 
d.w.z. elke oneindige rij waarvan elk beginstuk een element van X  bevat, behoort zelf 
to t X , en we bovendien voor elke s in N* kunnen beslissen of s een element van X  
bevat of niet.
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2.3 C o n tin u ïte itsb e g in se l v an  B ro u w er, u itg e b re id e  versie:
Zij X  een spreiding en R een deelverzameling van X  x N . N eem  aan dat we bij 
elke a  in X  een natuurlijk  getal n  kunnen  bepalen zo dat a R n .
Dan kunnen we bij elke a  in X  natuurlijke getallen  m, n  bepalen zóo dat voor elke 
ß  in X , als ß  begint m e t  (a (0 ) ,. . . ,  a (m —1)}, dan ßRn.
2.4 In het vervolg maken we gebruik van een vaste aftelling, p, van de verzameling Q 
van de rationale getallen. We noemen een element a  van N  een reeel getal als de rij 
p(a(0)), p (a (1 )) ,. . .  aan de voorwaarde van Cauchy voldoet. We noemen een element 
a  van N  een canoniek reeel getal als, voor elke n  in N, \p(a(n)) — p (a (n + 1))\ < 
2n+^. Een canoniek reeel getal kunnen we ons voorstellen als een rij (p(a(0)) — 2, 
p (a (0 )) +  2 ), (p (a (1)) — 1 ,p ( a ( 1)) +  4 ) , . . .  van open rationale intervallen, waarbij 
p(a(0)) — 2 < p(a(1)) — 4 < . . .  en p(a(0)) +  1 > p(a(1)) +  4 > . . .  Elk van deze 
intervallen “bevat” het reele getal a  en kan een benadering van a  genoemd worden. 
De verzameling van de canonieke reïele getallen noemen we R. R is een spreiding. 
Voor alle a , ß  in R definieren we: a  valt reëel sam en  met ß , notatie: a  = r  ß, dan en 
slechts dan als, voor elke n, \p(a(n)) — p(ß(n))\ < 2n .
Laten X, Y deelverzamelingen zijn van R. X  is een reële deelverzameling van Y 
dan en slechts dan als voor elke a  in X  een ß  in Y bestaat zo dat a  = r  ß. X  valt 
reëel sam en  met Y dan en slechts dan als X  een reele deelverzameling is van Y en Y 
op zijn beurt een reïele deelverzameling is van X . Een functie f  van X  naar R is een 
reële functie  als voor a, ß  in X , als a  = R ß, dan f  (a) = R f  (ß).
De operaties “optellen” , “aftrekken” en “absolute waarde” worden gedefinieerd zoals 
men zou verwachten. We vermelden dat voor alle a , ß  in R, a  reëel-kleiner wordt 
genoemd dan ß, notatie: a  < R ß, dan en slechts dan als we een n  in N kunnen 
uitrekenen zó dat p(a(n)) +  2n < p(ß(n)). We gaan niet in op de voor de hand 
liggende definitie van een natuurlijke inbedding van Q in R. Merk op dat voor ieder 
canoniek reeel getal ß, als \a — ß  \ < 2 ^, dan bestaat er een canoniek reeel getal 7  door 
(a (0 ) ,. . .  a (n  — 1)} dat reeel samenvalt met ß. Het is voldoende m zo te kiezen dat 
kleiner is dan zowel p(a(n)) — p (a (n  — 1)) +  2n+^ en p (a (n  — 1)) — p(a(n)) +  24+7 .
2.5 C o n tin u ïte its s te llin g :
Zij X  een spreiding en een verzameling reëele getallen. N eem  aan dat we voor elke 
a  in X , voor elke n  in N, een m in N kunnen  bepalen zó dat voor elke ß  in X , 
als \a —ß \ < 2m , dan is er een 7  in X  die door (a (0 ) ,. . .  , a ( n —1)} gaat en reëel 
sam envalt m e t ß. Dan is elke reele functie m e t defìnitiegebied X  continu in elk 
p u n t van X .
In h e t bijzonder is elke overal op R gedefinieerde reele functie in elk p u n t continu.
B ew ijs. Zij a  een element van X  en p een natuurlijk getal. Met behulp van het 
continuïteitsbeginsel bepalen we n  in N zo dat voor elke ß  in X , als ß  gaat door 
(a (0 ) ,. . . ,  a (n —1)}, dan ( f  (a))(p+1) =  ( f  (ß))(p+1) dus \f (a) — f  (ß)\ < . Vervol­
gens bepalen we m in N zo dat voor elke ß  in X , als \a —ß\ < 2^, dan is er een 7  die 
door (a (0 ) , . . .  , a ( n —1)} gaat en reeel samenvalt met ß , dus \f (a) — f  (7 )  < en 
f (7 ) =R f (ß), dus \f(a )  — f (ß)\ < . □
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2.6 Het uitspreken van het continuïteitsprincipe is de eerste stap die Brouwer zet in 
zijn analyse van het begrip “overal op R gedefiniïeerde functie” . Zijn tweede stap is 
zo mogelijk nog gewaagder. We definiïeren eerst het begrip “stomp” . Elke stomp is 
een beslisbare deelverzameling van de verzameling N* van eindige rijtjes natuurlijke 
getallen. N* bevat precies óeóen element van lengte 0, het lege rijtje, notatie: ( }.
Voor alle s, t in N* is s * t het element van N* dat we verkrijgen door het rijtje t achter 
het rijtje s te plaatsen. We noemen het rijtje s een beginstuk van het rijtje s * t. Voor 
elke s in N*, en elke deelverzameling A van N* definieren we: s * A  := {s * t | t G A}. 
De verzameling van de stompen wordt gegeven door middel van de volgende inductieve 
definitie:
(i) De verzameling {(}} is een stomp.
(ii) Is So, S 1, . . .  een rij van stompen, dan is ook de verzameling
S := {( }}u U (n} * S"
neN
een stomp. We noemen S0, S1, . . .  de onmiddellijke deelstompen van de stomp 
S
(iii) Elke stomp wordt verkregen uit de basisstomp {(}} door het herhaald toepassen 
van de constructiestap (ii).
Voor elke s in N* die niet het lege rijtje is kunnen we t in N* en n  in N bepalen 
zo dat s =  t * (n}. We noemen t de onmiddellijke voorganger van s. Voor elke stomp 
s, voor elke s in N* definieren we s behoort net n iet to t S  := s behoort niet tot 
S  en de onmiddellijke voorganger van s behoort wel to t S. Voor elke stomp S is de 
verzameling van alle s in N* die net niet to t S  behoren, een beslisbare deelverzameling 
van N*.
Vervolgens definieren we het begrip “barriere” . Een deelverzameling B van N* 
is een barrière (in N ) dan en slechts dan als elke oneindige rij a  een beginstuk 
(a (0 ) ,. . . ,  a (n  — 1)} heeft dat to t B behoort, we zeggen dan wel: a  ontm oet B. We 
eisen niet dat we voor elk element van N* kunnen uitmaken of het to t de verzameling 
B behoort of niet.
2.7 T h ese  v an  B rouw er:
B ij elke barrière B in N  kunnen  we een stom p  S  bepalen zó dat B n  S een barrière
is in N .
Brouwer bepleit zijn these met het volgende argument. Indien we weten dat 
B een barriere is in N , kunnen we een “canoniek” bewijs maken van dit feit. De 
uitgangspunten van dit canonieke bewijs zijn mededelingen van de vorm:
s behoort to t B , dus elke rij door s ontm oet B .
Redeneerstappen zijn er in twee soorten:
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(i) stappen met oneindig veel premissen:
elke rij door s * (0} on tm oet B , elke rij door s * (1} ontm oet B , . . .  
dus: elke rij door s ontm oet B .
(ii) stappen “achteruit” , met maar een premisse, bijvoorbeeld:
elke rij door s ontm oet B 
dus: elke rij door s * (17} on tm oet B .
De conclusie is:
elke rij door ( } on tm oet B 
dus: B is een barriere in N .
Zo’n canoniek bewijs heeft zelf de structuur van een stomp. Het is, net als trouwens 
elk “eenvoudig” bewijs door volledige inductie, zie [13], een oneindige constructie, die 
in de geest moet worden uitgevoerd, ook al kan die constructie soms worden opgeroe­
pen door een eindige tekst. De conclusie van Brouwers These wordt verkregen door 
de stomp die met dit bewijs wordt gegeven als raamwerk voor een nieuwe redenering 
te benutten. De nieuwe redenering is opgebouwd uit beweringen van de vorm: “er is 
een stomp S zodat S n  B een barriere is in de verzameling van alle elementen van N  
die door s gaan” .
Zowel het continuïteitsbeginsel als de These van Brouwer zijn voor Brouwer op 
inzicht gebaseerde axioma’s voor de intuïtionistische analyse. Wie ze met klassieke 
ogen leest, iets wat voor Brouwer onvoorstelbaar is, moet opmerken dat de These van 
Brouwer “waar” is en het continuïteitsbeginsel “niet waar” .
2.8 Zij X  een deelverzameling van N  en B een deelverzameling van N*. We zeggen: B 
is een barrière in  X  als elke a  in X  de verzameling B ontmoet. Zij X  een spreiding. 
We noemen X  een waaier als er voor iedere s in N* m aar eindig veel natuurlijke 
getallen n  bestaan zó dat s * (n} een element van X  bevat.
2.9 L em m a: Voor elke stom p S , voor elke waaier W , de verzameling van alle s in 
N* die een elem ent van W bevatten en net n ie t to t S  behoren is eindig.
B ew ijs. We bewijzen dit met (transfiniete) inductie over de verzameling van de 
stompen. Het Lemma is juist indien S de basisstomp {( }} is. Neem nu aan dat 
S0, S 1, . . .  een rij van stompen is en dat het Lemma juist is voor elke van de stompen 
So ,S 1, . . . .  Vorm S := { ( } } u U * Sn en laat W een waaier zijn. Merk op dat 
voor iedere n  in N, als (n} een element van W bevat, dan zijn er maar eindig veel s 
in N* die net niet to t Sn behoren zodat (n} * s een element van W bevat. Maar er 
zijn maar eindig veel n  in N zo dat (n} een element van W bevat. Dus er zijn maar 
eindig veel s in N* die een element van W bevatten en net niet to t S  behoren. □
2.10 W aaie rs te llin g :
Zij W een waaier en B een barrière in W .
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(i) E r bestaat een eindige deelverzameling B ' van B zo dat B ' een barriere is in 
W .
(ii) Er bestaat een natuurlijk  getal n  zoda t elke a  in W een beginstuk van lengte  
< n bezit dat to t B behoort.
B e w ijs . (i) Vorm B+ := B U {s | s g N* | s bevat geen element van W } en merk op 
dat B+ een barriere is in N . Bepaal een stomp S zo dat B + n  S  een barriere is in N . 
Zij C  de (eindige) verzameling van alle elementen van N* die net niet tot S  behoren 
en een element van W bevatten. |
Kies bij elke s in C  een beginstuk bs in B en definieer: B ' := {bs | s G C }.
(ii) is een eenvoudig gevolg van (i). □
2.11 U n ifo rm e -co n tin u ïte its s te llin g :
Zij X  een (reele) verzameling van reele getallen die reeel samenvalt m e t een deel- 
waaier W van R en zij f  een (reele) functie van X  naar R.
A ls  f  in elk p u n t van X  continu is, dan is f  gelijkm atig continu op X .
B ew ijs. Zij m g N. Laat B de verzameling zijn van alle eindige rijtjes s =  
(s(0 ),. . . ,  s (n —1)} in N* zó dat voor alle a , ß  in X , als \p(s(n—1)) — a\ < 2n en 
\p(s(n—1)) — ß \ < 2^, dan \f(a )  — f (ß )\ < 2^. B is een barriere in W . Bepaal een 
eindige deelverzameling B ' van B die een barriere is in W . Bereken een natuurlijk ge­
tal q zó dat, voor elke n, voor elke s =  (s(0 ),. . . ,  s (n —1)} in B ', voor elkep zo dat s*(p} 
een element van W bevat, het getal kleiner is dan zowel p(s(n — 1)) — p(p) +  2^+2- als 
p(p) — p(s(n — 1))+  2nW . Merk nu op: vooralle a , ß  in X , als \a — ß\ < 2q, dan bestaat 
s =  (s(0 ),. . . ,  s (n —1)} in B ' zo dat \p(s(n—1)) — a\ < 2n en \p(s(n—1)) — ß\ < 2n , 
dus \f(a )  — f  (ß)\ < . □
2.12 Zij X  een (reele) deelverzameling van R. De afsluiting van  X , notatie X , is 
de verzameling van alle a  in R met de eigenschap dat er voor elke n  in N een ß  in 
X  bestaat zó dat \a —ß\ < 2n . X  heet gesloten als X  reeel samenvalt met X . Niet 
elke gesloten en begrensde deelverzameling X  van R valt reeel samen met een waaier. 
Brouwer heeft laten zien dat een gesloten deelverzameling X  van R reïeel samenvalt 
met een waaier dan en slechts dan als er een rij q0, q1, . . .  van rationale getallen bestaat 
die X  bebakent of catalogiseert, d.w.z. er is een stijgende rij n 0, n 1, . . .  van natuurlijke 
getallen zo dat n 0 =  0 en voor elke k, (i) voor elke i, als n k < i < n k+1 dan bestaat x 
in X  zo dat \x—q¿ \ < ^  en (ii) voor elke x in X  bestaat i zo dat n k < i < n k+1 en 
\x—qj\ < . (Het is niet moeilijk te zien dat als zulke rijen q0, q1, . . .  en n 0, n 1, . . .  
gegeven zijn, de verzameling X  reïeel samenvalt met de waaier W die bestaat uit 
alle rijen a  in R zó dat, voor elke k, een i bestaat met de eigenschap i < n k+1 en
p(a(k)) =  q¿.)
Een deelverzameling X  van R laat een bebakening toe dan en slechts dan als X  be­
grensd is en we voor ieder reeel getal z de afstand van het punt z to t de verzameling X  
kunnen bepalen, d.w.z. we kunnen een reeel getal a berekenen zó dat: (i) voor elke y 
in X , \y—x\ > a en (ii) voor elke n  in N bestaat y in X  zodat \y—x\ < a +  2n . Brouwer
9
noemt gesloten deelverzamelingen van R die een bebakening toelaten gecatalogiseerd- 
compact.
Een belangrijk gevolg van de uniforme-continuïteitsstelling is het feit dat elke (conti­
nue) functie van het gesloten segment [0,1] naar R Riemann-integreerbaar is. Brouwer 
schepte ook genoegen in de volgende toepassing, zie [3] en [6].
2.13 S te llin g  (Over he t bestaan van voorwaartsgerichte m inim a.)
Zij f  een reele (gelijkm atig continue) functie van [0,1] naar R zó dat f  (0) < f  (1).
(i) Voor alle rationale getallen q, r  zó dat f  (0) < q < r  < f  (1) kunnen  we rationale 
getallen a, b en c construeren zó dat 0 < a < b < c <  1 en q <  f  (a) < f  (b) < 
f  (c) < r  en voor alle y in [0 , 1], als b < y, dan f  (a) +  5 ( r—q) < f  (y) en als 
c < y, dan f(b) +  5 ( r—q) < f(y).
M erk op dat b—a < 1 o f c—b < 1.
(ii) Voor alle rationale getallen q, r  zó dat f  (0) < q < r  < f  (1) kunnen we een reeel 
getal x construeren zo dat q < f  (x) < r  en voor alle y in [0 , 1], als x < y, dan 
f  (x) < f(y).
B ew ijs. (i) gebruikmakend van de gelijkmatige continuïteit van f  construeren we 
een rationale-blokkenband van de hoogte 1 ( r—q) die de functie f  bevat, d.w.z. we 
bepalen n  in N en twee rijtjes rationale getallen (s0, . . . ,  sn -1 , sn} en (t0, . . .  , t n -1 } 
zo dat 0 =  s0 < s1 < . . .  < sn -1  < sn =  1 en voor elke x in [0 , 1], voor elke 
i < n, als x behoort to t [s¿, sj+1 ], dan behoort f  (x) to t [tj,tj +  1 ( r—q)]. We bepalen 
i0 := het grootste getal i < n  zó dat tj < q, en i 1 := het grootste getal i < n  zó 
dat tj < q +  2 ( r—q) en i2 := het grootste getal i < n  zo dat tj < q +  4 ( r—q) en 
merken op: i0 < i 1 < i2. We definieren a := sjo+1 en b := sj1+1 en c := sj2+1. Dan 
q < f  (a) < q +  5 ( r—q) en q +  5 ( r—q) < f  (b) < q +  3 ( r—q) en q +  4 ( r—q) < f  (c) < r, 
en voor elke y in [0 , 1] als y > b, dan f  (y) > q +  5 ( r—q) en dus f  (y) > f  (a) +  5 ( r—q), 
en als y > c, dan f  (y) > q +  4 ( r—q) en dus f  (y) > f  (b) +  5 ( r—q).
(ii) Door (i) steeds opnieuw toe te passen, ook voor andere gesloten segmenten dan
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[0 , 1], construeren we twee rijen a0, a 1, . . .  en b0, b1, . . .  van rationale getallen en een rij 
e0, e1, . . .  van positieve rationale getallen zo dat a0 =  0 en b0 =  1 en e0 < f  (1) — f  (0 )
en voor alle n, an < an+1 < bn+1 < bn en bn+1 an+1 < 1 (bn an), en f  (an ) <
f  (an+1) < f  (bn+1) < f  (bn) en voor alle y in [an, bn], als y > bn+1, dan f  (an+1) +
en+ 1 < f  (y). Bovendien zorgen we er voor dat, voor elke n, f  (bn+1) < f  (an) +  en .
De rij a0, a 1, . . .  is dus een canoniek reeel getal dat samenvalt met het canonieke reele
getal b0, b1, . . . .  Noem dit getal x. We beweren: voor elke y in [0,1], als x < y, dan
f  (x) < f  (y), Want, stel x < y. Bepaal n  in N zodat bn < y. Dan:
f  (x) =  lim f  (bk ) < f  (bn+1) < f  (an) +  en < f  (y). □k—
Natuurlijk kan men, voor functies f  van [0,1] naar R zo dat f  (0) < f  (1), op de­
zelfde manier het bestaan van achterwaartsgerichte maxima bewijzen, en voor functies 
f  van [0,1] naar R zó dat f  (0) > f  (1), het bestaan van voorwaartsgerichte maxima 
en achterwaartsgerichte minima.
3 Bijna
3.1 Zij A een beslisbare deelverzameling van N. We stellen ons voor dat de karakte­
ristieke functie van de verzameling A,
XA(0 ) ,XA(1), . . .
stap voor stap gemaakt wordt.
We noemen A eindig als we een natuurlijk getal n  kunnen aangeven zo dat voor 
elke m > n, XA(m) =  0. We noemen A uitgesteld-eindig als voor elke n, indien n  in 
A, dan is A eindig.
Indien we te horen krijgen dat een verzameling A uitgesteld-eindig is, weten we 
niet meteen wat het aantal elementen van A is. We moeten wachten to t in de rij
XA(0 ) ,XA(1), . . .
een eerste positieve beslissing valt, dan wordt het aantal elementen van A pas onthuld. 
Hier zijn twee voorbeelden van een uitgesteld-eindige beslisbare deel|verzameling van 
N waarvan we niet weten dat zij eindig is: A0 := {n \ n  G N | d(n) =  d(n +
1) =  . . .  =  d(n +  9) =  9 en er is geen j  < n  zodat d(j) =  d(j +  1) =  . . .  =  d(j +
9) =  9}, en A 1 := {j \ j  G N | Er bestaat n  in A0 zo dat n  < j  < 2n}. Hier is d 
opnieuw de decimaalontwikkeling van n. Merk op dat de verzameling A0 hoogstens 
óeóen element heeft, terwijl we niet in staat zijn een bovengrens aan te geven voor het 
aantal elementen van A 1 .
We kunnen verder gaan. We noemen A uitgesteld-uitgesteld-eindig als voor elke 
n, indien n  in A, dan is A uitgesteld-eindig. Hier is een voorbeeld van een uitgesteld- 
uitgesteld-eindige beslisbare deelverzam| eling van N waarvan we niet weten dat zij 
uitgesteld-eindig is: A2 := {n \ n  G N | d(n) =  d(n+1) =  . . .  =  d(n+9) =  9 en er is 
hoogstens een j  < n  zo dat d(j) =  d ( j+1) =  . . .  =  d(j+9) =  0}.
3.2 De operatie “uitstellen” kan een transfiniet aantal keren worden geïtereerd. Voor 
elke stomp S, voor elke beslisbare deelverzameling A van N, definiïeren we de uitspraak: 
A is uitgesteld-S-eindig  op de volgende manier:
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(i) A is uitgesteld-{( }}-eindig := A is eindig
(ii) voor elke rij stompen S0,S 1, . . .  vormen we S := {( }} U |J n£N(n} * Sn en we 
definieren: A is uitgesteld-S-eindig := Voor elke n, als n  G A, dan bestaat p zó 
dat A is uitgesteld-Sp-eindig.
Nu blijkt, voor alle stompen S ,T , als S een onmiddellijke deelstomp is van T , dan 
is elke uitgesteld-S-eindige verzameling uitgesteld-T-eindig. Met behulp van het con- 
tinuïteitsbeginsel kan men aantonen, voor alle stompen S, T, als S een onmiddellijke 
deelstomp is van T, dan is niet elke uitgesteld-T-eindige verzameling uitgesteld-S- 
eindig.
We definiïeren ook nog:
A is bijna-eindig := Bij elke strikt stijgende rij n 0, n 1, . . .  van natuurlijke getallen 
kunnen we k uitrekenen zó dat n k G A.
Dit is een zwak en alomvattend begrip. Uit de These van Brouwer volgt:
voor elke beslisbare deelverzameling  A van N , A is bijna-eindig dan en slechts 
dan als er een stom p  S bestaat zó dat A is uitgesteld-S-eindig.
Deze dingen worden uit de doeken gedaan in [15], [16] en [19].
3.3 L em m a: (Over bijna-eindige verzamelingen)
(i) Voor alle beslisbare deelverzamelingen A, B van N , als A, B beide bijna-eindig 
zijn, dan is ook A u  B bijna-eindig.
(ii) Voor elk eindig rijtje  A0, . . . ,  Ak-1  van beslisbare deelverzamelingen van N, als 
elk van de verzamelingen  A0, . . . ,  Ak-1  bijna-eindig is, dan is y  Aj bijna-eindig.
j<k
(iii) Zij E 0, E 1, . . .  een rij beslisbare deelverzamelingen van N zo dat N =  Ukew E k. 
Zij A een beslisbare deelverzameling van N zo dat voor elke k de verzameling  
A n E k bijna-eindig is. N eem  ook aan dat we voor elke strikt-stijgende rij 
n 0, n 1, . . .  van natuurlijke getallen k kunnen uitrekenen zo dat A n  E nk =  0. 
Dan is A bijna-eindig.
B ew ijs. (i) Zij n 0, n 1, . . .  een strikt-stijgende rij natuurlijke getallen. Bepaal een 
deelrij n jo, n j1, . . .  van de rij n 0, n 1, . . .  zó dat voor elke k, n jk G A. Bepaal k zo dat 
n jfc G B. Dan n jfc G A U B .
(ii) is een gevolg van (i).
(iii) Zij n 0, n 1, . . .  een strikt-stijgende rij natuurlijke getallen. Maak nu twee rijen 
i0, i 1, . . .  en k0, k1, . . .  van natuurlijke getallen. Definieer i0 =  0 en bepaal k0 zo dat 
n  =  n jo G Ek0. Bepaal i 1 zó dat i0 < i 1 en n j1 G A of n jl G Ek0. Bepaal k1 zó 
dat k1 =  k0 en n jl G A of n jl G E kl. Bepaal i2 zo dat i 1 < i2 en n j2 G A of 
n j2 G E ko U E kl. Bepaal k2 zo dat k2 G {k0,k 1} en n j2 G A of n j2 G E ki. Ga zo 
verder. De rij i0, i 1, . . . is strikt stijgend en de rij k0, k1, . . . is eeneenduidig. We weten 
voor elke j , n jj G A of n j¿ G E kj. Bepaal j  zo dat A n  E kj =  0 en concludeer: n j¿ G A.
□
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Zij X  een spreiding. We noemen X  een bijna-waaier als, voor iedere s in N*, de 
verzameling van alle natuurlijke getallen n  zó dat s * (n} een element van X  bevat 
een beslisbare en bijna-eindige deelverzameling van N is.
Laat A een beslisbare deelverzameling zijn van N*. A is bijna-eindig als we bij 
elke eeneenduidige rij s0, s 1, . . .  van elementen van N*, een k kunnen bepalen zó dat 
sk niet to t A behoort.
3.4 L em m a: Voor elke stom p S , voor elke bijna-waaier W : de verzameling van alle 
s in N* die n e t n ie t to t S  behoren en een elem ent van W bevatten is een bijna-eindige 
deelverzameling van N* .
B e w ijs . Het bewijs volgt het patroon van het bewijs van Lemma 2.9 en maakt 
gebruik van Lemma 3.3(iii). We laten de details aan de lezer over. □
3.5 B ijn a -w aa ie rs te llin g :
Zij W een bijna-waaier en B een barrière in W .
(i) Er bestaat een bijna-eindige deelverzameling B ' van B zo dat B ' een barrière 
is in W .
(ii) Voor elke rij s0, s 1, . . .  van elementen van N*, als, voor iedere n , sn een element 
van W bevat en lengte (sn) =  n , dan kunnen  we k in N bepalen zo dat sk een 
beginstuk heeft dat to t B behoort.
B e w ijs . (i) Het bewijs volgt het patroon van het bewijs van stelling 2.10(i) en maakt 
gebruik van Lemma 3.4. We laten de details aan de lezer over.
(ii) Zij B ' een bijna-eindige deelverzameling van B die een barriere is in W . Voor elke 
n  bepalen we bn in B ' zo dat bn een beginstuk is van sn of sn een beginstuk is van bn . 
We bepalen een strikt stijgende rij i0, i 1, . . .  zo dat, voor elke k, i k+ 1 > lengte(bjfc). 
Omdat B ' bijna-eindig is kunnen we k, l bepalen zo dat k < l en bjfc =  bj; . Maar dan 
heeft sj; een beginstuk dat to t B ' behoort. □
3.6 Het spel van de eindeloze verfijning kan ook met andere begrippen dan het begrip 
“eindig” gespeeld worden. Hier zijn twee voorbeelden, nauwelijks meer dan suggesties.
3.6.1 V oorbeeld : Zij x 0, x 1, . . .  een rij reele getallen.
De rij x0, x 1, . . .  is begrensd als we M  in N kunnen aangeven zodat, voor alle n, 
\xn\ < M .
De rij x0, x 1, . . .  is misschien-begrensd als we M  in N kunnen aangeven, zó dat voor 
alle n, als \xn \ > M , dan is de rij x0, x 1, . . .  begrensd.
De rij x 0, x 1, . . .  is misschien-misschien-begrensd als we M  in N kunnen aangeven zó 
dat, voor elke n  als \xn \ > M , dan is de rij x 0, x 1, . . .  misschien-begrensd.
De lezer ziet nu wel aankomen hoe we verdere iteraties van “misschien” kunnen de­
finieren. We definieren ook nog: De rij x0, x 1, . . .  is bijna-begrensd als, we voor elke 
strikt-stijgende rij n 0, n 1, . . .  van natuurlijke getallen, k kunnen berekenen zo dat
\xnk \ < k .
Dit laatste begrip is heel zwak en het omvat de eerder genoemde begrippen.
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3.6.2 V oorbeeld : Zij X  een deelverzameling van R en f  een reïele functie van X  
naar R. Zij e een positief rationaal getal.
f  is e-gelijkmatig-continu  op X  als we n  kunnen bepalen zó dat voor alle x ,y  in X , 
als \x y \ < , dan \f(x) — f(y)\ < e.
f  is e-misschien-gelijkm atig-continu  op X  als we n  kunnen bepalen zo dat voor alle 
x, y in X , als \x—y \ < 2n en \f (x) — f  (y)\ > e, dan is f  e-gelijkmatig-continu op X . 
f  is e-misschien-m isschien-gelijkm atig-continu  op X  als we n  kunnen bepalen zó dat 
voor alle x, y in X , als \x — y\ < 2n en \f (z) — f  (y)\ > e, dan is f  e-misschien- 
gelijkmatig-continu op X . We laten het aan de lezer over verdere iteraties te de- 
finiïeren.
f  is e-bijna-gelijkmatig-continu  op X  als we bij alle rijen x 0, x 1, . . .  en y0, y1, . . .  van 
punten van X , k kunnen uitrekenen zo dat: als \xk—yk\ < 2^, dan \f (xk) — f  (yk)\ < e. 
f  is bijna-gelijkmatig-continu op X  als, voor elk positief rationaal getal e, f  is e-bijna- 
gelijkmatig-continu op X .
Dit laatste begrip is heel zwak en het omvat de eerder genoemde begrippen.
3.7 B ijn a -u n ifo rm e-co n tin u ïte its s te llin g
Zij X  een (reële) verzameling van reële getallen die reeel sam envalt m e t een deel- 
bijna-waaier W van R en zij f  een (reële) functie van X  naar R.
A ls  f  in elk p u n t van X  continu is, dan is f  bijna-gelijkmatig-continu op X .
B ew ijs. Zij e een positief rationaal getal. Laat B de verzameling zijn van alle eindige 
rijtjes s =  (s(0 ),. . . ,  s (n —1)} in N* zo dat voor alle a , ß  in X , als \p(s(n—1)) — a\ < 2n 
en \p(s(n—1)) — ß \ < 2^, dan \f(a ) — f (ß)\ < e. B is een barriere in W . We 
bepalen een bijna-eindige deelverzameling B ' van B die barriere is in W . Laten 
x0, x 1, . . .  en y0,y 1, . . .  rijen van elementen van W zijn. Voor elke k bepalen we een 
beginstuk sk van x k dat to t B ' behoort en natuurlijke getallen n k en qk zo dat sk =  
(xk(0 ) , . . .  ,xk(nk — 1)} en voor elke y in W , als \xk —y\ < ^ , dan \xk(nk — 1) —y \ < 
en dus \f (xk) — f  (y)\ < e. We bekijken de rij q0, q1, . . . .  We definieren de uitspraak 
QED (quod est demonstrandum -hetgeen we nog moeten bewijzen), als volgt:
QED: er bestaat k zo dat qk < k.
We maken nu een strikt-stijgende rij n 0, n 1, . . .  van natuurlijke getallen, zó dat voor 
elke i, qni < qn¿+l of QED. B ' is bijna eindig en daarom kunnen we i, j  bepalen zo 
dat i < j  en sni =  sn j, dus qni =  qn j, dus QED, dus er bestaat k zó dat qk < k, en 
daarom: als \xk — yk\ < 2^ ,  dan \xk — yk \ < ^  en \f (xk) — f  (yk )\ < e. □
3.8 S te llin g  Zij x 0, x 1, . . .  een bijna-begrensde rij canonieke reele getallen.
De verzameling  {x0, x 1, ...}  valt reëel samen m e t een bijna-waaier.
B ew ijs. We definieren een beslisbare deelverzameling C  van N*. Het lege rijtje ( } 
behoort tot C . Voor elk rijtje van de vorm (n} spreken we af: (n} behoort tot C  dan en 
slechts dan als er j  < n  bestaat zó dat \p(n) — x¿ (2 )\ < 1 en voor alle i < n, als (i} tot 
C  behoort, dan \p(i) — p(n)\ > 1. Voor elk niet-leeg rijtje t =  (t(0 ),.. . t(k —1)} in N*, 
voor elke n, spreken we af: t * (n} behoort to t C  dan en slechts dan als t to t C  behoort
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en er bestaat j  < n  zo dat \p(n) — x¿(k + 2 )\ < en \p(t(k—1)) — p(n)\ < en 
er is geen i < n  zo dat t * (i} to t C  behoort en \p(i) — p(n)\ < .
Zij W de verzameling van alle a  in N  waarvan elk beginstuk to t C  behoort. W is 
een bijna-waaier en een deelspreiding van R die reïeel-samenvalt met {x0, x 1, . . .}. □
3.9 Zij A een deelverzameling van R. We noemen A open dan en slechts dan als er 
rijen q0, q4, . . .  en r 0, r 4, . . .  van rationale getallen bestaan zó dat voor elke x in R, x 
behoort to t A dan en slechts dan als er een n  in N bestaat zodat qn < x < r n .
Zij A een deelverzameling van [0,1]. We noemen A open dan en slechts dan er een 
open deelverzameling B van R bestaat zó dat A =  B n  [0,1].
3.10 S te llin g  (Principe van Open Inductie, Th. Coquand, zie [18])
Zij A een open deelverzameling van [0,1].
Stel voor elke x in [0,1], als voor elke y < x, y G A, dan x G A. Dan: [0,1] =  A.
Be w ijs . Laten q0, q4, . . .  en r 0, r 4, . . .  rijen rationale getallen zijn zo dat voor elke x 
in R, x G A dan en slechts dan als we n  kunnen bepalen zó dat qn < x < r n .
Voor elke x in [0,1]: [0, x] valt samen met een waaier, dus [0,x] Ç A dan en slechts 
dan als er n  in N bestaat zodat [0,x] Ç y ¿<n (q¿,rj). We nemen aan: q0 < 0 < r 0.
We definieren een rij x0, x 4, . . .  van punten van [0,1] als volgt. Voor elke n, xn := het 
grootste rationale getal x zó dat [0, x) Ç y j< n (qí, r¿). Het is niet moeilijk te zien dat 
xn goed gedefinieerd is, en dat voor iedere n, xn < xn+ 4, en dat de verzameling van 
alle x in [0,1] zo dat [0, x] Ç A samenvalt met {x0, x 4, ...} .
Zij W een deel-bijna-waaier van R die reeel samenvalt met {x0, x 4, . . .} .  Zij B de 
verzameling van alle eindige rijtjes s =  (s(0 ),. . . ,  s (n —1)} in N* zó dat we j  < n 
kunnen bepalen zodat met de eigenschap dat qj < p (s(n—1)) < r j . B is een barriere 
in W . We bepalen een bijna-eindige deelverzameling B ' van B die barriere is in W . 
We definieren nu een rij z0, z4, . . .  van punten van W en een rij s0, s4, . . .  van elementen 
van B ', als volgt: z0 := 0. Zij s0 =  (s0(0) , . . . ,  s0(n0 —1)} het kortste beginstuk van 
z0 dat to t B ' behoort. Bepaal j 0 zo dat qj0 < p(s0(n0 —1)) < r j0. Merk op dat 
[0,rj0] Ç A en bepaal een element z4 van W dat samenvalt met r j0.
Indien z4 > 1, definieren we, voor elke n  > 0, zn+ 4 := zn en sn := s0.
Indien z4 < 1 bepalen we het kortste beginstuk van z4 dat to t B ' behoort en noemen 
dit s4 =  (s4(0) , . . . ,  s 1(n1 —1)}. Bepaal j 4 z o d a t  j  < p(s1(n1 — 1)) < r jY. Merk op 
dat [0,rjY ] Ç A en laat z2 een element van W zijn dat samenvalt met r jY.
Indien z2 > 1, definieren we, voor elke n  > 1, zn+ 4 := zn en sn := s4.
Indien z2 < 1, bepalen we het kortste beginstuk van z2 dat to t B ' behoort en noemen 
dit s2.
Zo gaan we verder. Omdat B ' bijna-eindig is, bestaat n  zo dat sn+ 4 := sn en dus 
zn+ 4 > 1 en dus [0,1] Ç A. □
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Suggestie voor een illustratie
Bij de definitie in 2.6
(p laa tje )
De constructie van een stomp S uit een rij S0 , £ i , . . .  van eerder geconstrueerde stom­
pen.
Suggestie voor een tekst “in de marge”
Bij stelling 2.10
O ver de  w aa ie rs te llin g
Een belangrijk voorbeeld van een waaier is de verzameling C van alle oneindige rijen 
natuurlijke getallen die slechts de waarden 0 en 1 aannemen.
C wordt wel de ruimte van Cantor genoemd.
Stel dat B een barriere is in C, d.w.z. elke rij a  in C heeft een beginstuk dat to  B 
behoort. De waaierstelling leert nu dat we een n  in N zullen kunnen bepalen zó dat 
elke rij a  in C een beginstuk van lengte hoogstens n  bezit dat tot B behoort.
(p laa tje )
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Wie zijn klassieke (troebele) bril niet heeft afgezet, herkent in de waaierstelling het 
Lemma van D. Känig, zie [12]. Een speciaal geval van dit Lemma kunnen we zo 
formuleren.
Stel dat B een deelverzameling is van N* en dat geen enkele eindige deelverzame­
ling B ' van B een barriere is in C. Dan is B zelf niet een barriere in C, d.w.z. we 
kunnen een oneindige rij a  in C bepalen zo dat geen enkel beginstuk van a  to t B 
behoort.
Deze mededeling is - van een constructief standpunt - even onjuist als de stelling van 
Bolzano-Weierstrass.
Brouwers waaierstelling is, ook in constructivistische kring, niet onomstreden.
E. Bishop, die wel van mening was dat Brouwers kritiek een ernstig feit aan het licht 
had gebracht, dat schreeuwde om maatregelen, kon Brouwers voorstellen voor nieuwe 
axioma’s niet begrijpen.
In [1] en [2] verdedigt hij een “rechttoe-rechtaan-realistische” constructieve wiskunde, 
zonder “half-mystieke” elementen.
In [10] liet S.C. Kleene zien dat de waaierstelling zich niet verdraagt met een algo­
ritmische opvatting van het continuum. Er bestaat een Turing-berekenbare deelver­
zameling B van N* zo dat elke Turing-berekenbare functie a  in C de verzameling 
B ontmoet en we bij elke eindige deelverzameling B ' van B een Turing-berekenbare 
functie a  in C kunnen aanwijzen die B ' niet ontmoet.
Kleene besefte overigens heel goed dat Brouwers opvatting van het continuum niet de 
algoritmische was en respecteerde Brouwers standpunt.
Suggestie voor een tekst “in de marge” m et illustra­
tie
Bij stelling 3.10 
O pnieuw : A chilles
Het door Thierry Coquand bewezen principe van open inductie is een verrassend 
resultaat.
(p laa tje )
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Achilles loopt van links naar rechts en begint in 0. We weten:
(i) Voor elk punt x, als Achilles x bereikt, dan is er een punt y rechts van x  dat 
ook door Achilles bereikt wordt.
(ii) Voor elk punt x, Achilles bereikt x dan en slechts dan als Achilles elk punt y 
links van x bereikt.
Coquand verzekert ons nu dat Achilles zeker aankomt in 1. Wie alleen naar Achilles 
kijkt, zonder veel na te denken, begrijpt dat niet meteen. Als de rij van de stappen 
van Achilles er zo uit ziet:
0 , 2 , 3 , 8 , . . .  en dus 1
gaat het wel goed, m aar misschien neemt Achilles kleinere stappen. Loopt Achilles 
wel hard genoeg?
Verkeert hij niet in fundamentele onzekerheid ooit ergens veilig aan te komen?
Als we willen laten zien dat hij zeker in 1 komt moeten we er ons eerst van overtuigen 
dat hij zeker in 2 komt. Maar dan ...
(Aan te vullen met portretten van: L.E.J. Brouwer, D. Känig, S.C. Kleene, E. Bishop.)
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